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S I. ISTRODLCTlOS 
ET.ANT DOSSI? un systeme diffkrentiel rCel lintaire h coefficients pkriodiques, de 
pCriode p > 0, le thCor&me de Floquet affirme qu’il existe un changement de variable 
pkiodique reel, de p&ode Ip, liniaire. qui le transforme en un systkme autonome; en 
d’autres termes, 2 tout systkme diffkrentiel IinCaire g coefficients periodiques, cor- 
respond au moins un systkme autonome qui lui soit equivalent (pour la pkriode 2p), 
c’est-$-dire qui admette la m&me application de PoincarC. II s’en suit que la structure 
gComCtrique des solutions au voisinage d’une solution pkiodique isolCe rksulte 
directement de la structure des solutions du (ou des) systcme(s) autonome(s) 
associk(s). 
Si le systkme diffkrentiel $ coefficients pkriodiques est non lin&aire, I’application de 
PoincarC associie dkfinit un systkme dynamique discret dans I’espace des phases, et 
rkiproquement, 5 tout homiomorphisme du plan (et dans toute la suite on se limitera 
j la dimension deux) on peut associer[l] une infinitk de systkmes difftrentiels B 
coefficients pkriodiques (au sens de la dkfinition 2 ci-dessous) admettant cet 
homkomorphisme comme application de Poincare. Or il a CtC prouvC[ I] qu’il existe 
des homiomorphismes du plan qui ne peuvent pas Ctre plongks dans un systkme 
dynamique continu, et done il existe des systkmes diffkrentiels 2 coefficients 
pkriodiques qui ne sont pas Cquivalents i un systeme autonome. 
Le but de cet article est de montrer qu’au voisinage d’une solution pkiodique (et 
dans toute la suite pkriodique signifiera toujours pkriodique de ptriode p > 0) isolke, 
d’un systtme diffkrentiel h coefficients pkiodiques non linkaire, il existe une dCfor- 
mation continue (appelke homotopie) du systkme diff irentiel, conservant le caractkre 
isole’ de la solution pkriodique et telle que, aprks deformation, le systttme diffkrentiel 
soit localement equivalent ti un systgme autonome. II en rlsulte que la structure 
gkomttrique (en un sens prCcisk plus loin) des solutions au voisinage des solutions 
pkriodiques isolkes est la mime que celle des systkmes diffkrentiels equivalents i un 
systkme autonome. Cette Structure eSt CaI’aCt~riSke par un Couple (y, T) E z’, oh y eSt 
I’indice de Poincart associk ti la solution pkiodique; I’entier T, appelk “torsion” du 
systkme au voisinage de la solution pkriodique est par dkfinition nul si le systeme est 
autonome; si yf 1, T est attache au changement de variable pkriodique qui transforme le 
systkme initial en un systeme autonome (B une homotopie pr;ts); par contre, si y = I, nous 
montrons que T = 0, ce qui signifie que tout systirme diffkrentiel dCfini au voisinage d’une 
solution pkriodique dont I’indice de PoincarC est 1, est localement homotope B un 
systkme autonome. 
Un outil fondamental dans le dCveloppement de cette thCorie est I’index de 
Seifertt61; aprk avoir introduit dans le $2 diffkrents termes et notations, nous 
etablissons dans le §3 une formule liant I’index de Seifert de deux systkmes 
tl’auteur tient B remercier C. Godbillon et J. Martinet, pour leur aide t&s importante au moment 
de I’Claboration de ce travail. 
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equivalents, et qui permet de prouver que si yf 1, deux systemes diffkentiels 
equivalents ne sont en gCntral pas homotopes; dans le 04 iI est montre que moyennant 
une homotopie et un changement de variable periodique, un systeme differentiel a 
coefficients periodiques peut localement, au voisinage d’une solution pkriodique isolCe 
etre transform6 en un systeme autonome. Puis dans le $5 est mise en evidence la 
structure geometrique locale des solutions issues d’un point voisin d’une solution 
periodique. Enfin, dans le §6 quelques consequences sont explicit&es: il est mis en 
evidence une condition necessaire pour qu’un changement de variable periodique 
transforme un systeme autonome en un systkme autonome; puis il est montrC que si 
deux solutions periodiques d’un systeme difftrentiel a coefficients periodiques 
dependant d’un parametre appartiennent a une famille continue de solutions 
periodiques de ce systeme, et si leurs caracteristiques (y, T) sont difftrentes, il existe 
ntcessairement une bifurcation dans la famille de solutions ptriodiques. Enfin un 
theoreme difficile de Seifert[6] est gentralise, et sa demonstration est rendue trks 
intuitive. 
L’introduction de cette notion de torsion au voisinage d’une solution ptriodique 
peut conduire a une etude plus globale des systemes difftrentiels dans le domaine de 
la topologie combinatoire; a titre d’exemple Cnoncons les quelques questions suivan- 
tes: quehe relation existe-t-il entre les torsions de deux solutions ptriodiques plongees 
dans des families isolees qui bifurquent? Quels sont alors les nombres d’enfacement 
respectifs de ces solutions periodiques? Ces contraintes entrainent-elles I’existence de 
relations entre les nombres d’enlacement des solutions periodiques, prises deux a 
deux, d’un systeme diffkrentiel? Enfin ces notions, associees a des systemes differen- 
tiels plans, s’etendent-elles a d’autres varietes, de dimension deux (le cylindre ou le 
tore par exemple), ou de dimension superieure? 
$2. DEFINITIONS ET NOTATIONS 
Soit E le plan euclidien, Horn(E) I’ensemble des homeomorphismes directs de E, 
muni de la topologie de la convergence compacte. 
I. ~&ini~ion I. On appelle isotopie f de E une famiile continue f, E Horn(E), I G W, 
telle que f0 = id 
Tout systeme differentiel de dimension deux 
dx 
dt = f(t. x), (t, x) E R x E 
dont les solutions x(t, x, 0) issues de x E E au temps t = 0 dependent contintiment de 
(t, x) et sont definies pour tout t, determine une isotopie de E par la relation 
(1) fi(X) = XC& x, 0). 
Si le systeme differentiel est a coefficients periodiques, c’est-a-dire si: 
f(t+~,x)=.f(t,x), (r,x)EWxE 
I’isotopie f definie par (1) satisfait la relation suppltmentaire: 
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Xfin de ne retenir que les settles proprietes de continuitP des solutions d’un systeme 
differentiel, nous Cnoncons la: 
2. Difinition 3. On appelle svstPme diffkentiel B coefficients ptriodiques de periode 
p, de dimension 2, de classe C”, une isotopie f de E telle que 
fi-, =f,of,, t ER. 
Ce systeme differentiel est dit autonome, si 
fr+v = f, of,,, t, f’ E w. 
On note par 9’ I’ensemble de ces systemes differentiels a coefficients periodiques, 
muni de la topologie de la convergence compacte. Etant don& f E Y, on appelle 
application de Poincare’ de f I’homeomorphisme f,: E-E; la solution ou trujectoire 
issue de x au temps r. est I’ensemble fi of;‘(x), t E W; la trajectoire f((x) (on a choisi 
ici to = 0) est pkriodique si f,(x) = ,Y; quel que soit t E R on a alors: 
fr+dX) = fi(X) 
Si f,(x) est periodique, x est point fixe de fP; on dit que la trajectoire periodique f,(x) 
est isole’e si x est point ftxe isole de f,, 
3. Dkfinition 3. On appelle changement de variablepiriodique, une isotopie de E telle 
que 
d r+p = d,, f E w 
Soit 9 I’ensemble des changements de variable periodiques, muni de la topologie de la 
convergence compacte. 
Soit f E 9, d E 9, et soit g I’isotopie de E dtfinie par 
g=dof 
00 
(dof), = d,of,, t ER 
Comme d, = id., on a: 
i?, = fp 
et done 
a+, = gt o g,. 
II s’en suit que g est dans Y, et que 9 est un groupe d’operateurs sur 9’i on dit que le 
changement de variable periodique d E 9 a transform6 f E Y en g E 9 
4. Dkfinition 4. On dit que f E Y et g E 9’ sont tquiualents s’il existe d E 9 qui 
transforme f en g. 
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Remarques 1. fE Y et g E 9’ sont equivalents si et seulement si: 
2. Si f!(x) est solution periodique de f, et si g = dof, g,(x) est solution 
periodique de g, et reciproquement. 
4. Etude de 9. Soit A la diagonale de E x E, (x, _y) E E x E - A, et soit d E 53; soit 
k:S?x(ExE--A)+Z 
I’application definie par 
k(d, x, Y) = e[d,(x)> d,(y)1 
oti e[d,(x), d,(y)] est le nombre d’enlacement des deux trajectoires d,(x) et d,(y), 
nombre qui peut ttre defini de la maniere suivante: on considere le vecteur d’origine 
d,(x), d’extremite d,(y) trace darts le plan E x {t} c E x [0, p]. Comme d, = d, = id, la 
variation angulaire de I’angle form6 par ce vecteur et un axe fixe, lorsque t varie de 0 
a p, est egale a un multiple de 2~. note 2~ k(d, x, y). 
L’application k est continue et done elle est constante dans toute composante 
connexe de 9 X (E X E - A): elle est alors independante de (x, y) E E x E - A, et 
permet de definir k: 9 +Z; le nombre k(d) est appele caructe’tistique de torsion, ou 
torsion de d E 9. 
PROPOSITION 1. Les changements de variable pPriodique d E 9 et d’E 9 sont dans 
la me‘me composante connexe par arcs de 9 si et seulement si 
k(d) = k(d’) 
DPmonstration. 9 est I’ensemble des lacets R[Hom(E)]ayant I’identite comme 
point de base, et I’application k se factorise a travers rJR(Hom E)] = n,[Hom E]; de 
meme la restriction de k A R(SO(E)), ensemble des changements de variables 
periodiques orthogonaux, se factorise Q travers ~,[S0(2)], et prend la valeur i sur 
d’ E sr,(SO(Z)) dtfini par: 
d,’ = cos(27ri)t sin(277i)t 
-sin(2~i)t > cos(297i)t ’ 
t E??. 
On a alors le diagramme 






Or, d’apres Kneser[2], I’injection de SO(2) dans Horn(E) induit I’isomorphisme de 
groupe 
~,(S0(2)) = r,(Hom E) 
et par consequent k induit un isomorphisme de x,(Hom E) = ~~(9) sur Z. 
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5. Le but de ce travail est I’etude locale des trajectoires de f E .% au voisinage 
d’une solution periodique isolee, et la mise en evidence d’invariants lorsque / est 
deform6 continiiment dans Y de man&e que la trajectoire periodique reste 
periodique et isolee au tours de la deformation; une trajectoire periodique isolee peut 
alors sans restriction itre supposee constante et issue de 0 E E; on supposera 
Cgalement, pour ne pas alourdir I’ecriture, que cette trajectoire periodique est unique, 
et on note par Y* I’ensemble des f E .Y admettant f,(O) = 0 comme seule trajectoire 
periodique. 
De meme on appelle 9* l’ensemble des d E 9 tels que 
d,(O) = 0, t E R 
9* es! alors un groupe d’operateurs sur Y*. 
%3. L’INDEX DE SEIFERT 
Etant donnt f E Y*, nous introduisons ici deux nombres r(f) E Z et i(f) EZ, 
respectivement indice de Poincare de la solution periodique de f et index de Seifert de 
f; ils nous permettront dans le $4 de caracteriser les composantes connexes de Y*, et 
dans $5 d’introduire un nouvel invariant, la torsion de f, a interpretation gtometrique 
importante. 
1. Dkfinition 5. Etant donne f E Y*, on appelle indice de Poincare’r(f) de la solution 
periodique (nulle) de f, I’indice des points fixes de f, en 0, ou encore, le nombre 
algebrique de rotations qu’effectue le vecteur d’origine x, d’extremite fp(x) lorsque x 
par-court un cercle centre en 0 dans le sens direct. 
L’application y: Y*+Z est continue; elle est done constante darts chaque com- 
posante connexe par arcs de Y*. 
2. Dkfinition 6. Etant donne f E .Y*, on appelle indicatrice de Seifert associee a f en 
x E E, la courbe .v(t, x) C E, parametree par t E [0, p], d’equation: 
y(t. xl = f,*f ;‘(x), t E [O, PI. 
C’est une courbe continue, fermee puisque y(0) = y(p); elle passe par x si et 
seulement si x = 0. 
DPfinition 7. Etant donne f E Y*, on appelle index de Seifert de f, note i(f), le 
nombre algebrique de rotations de y(t, x) autour de x E E - {0}, lorsque t parcourt 
[O. PI. 
Ce nombre est independant de x E E - (0). L’application 
ainsi definie est continue, et done constante dans chaque composante connexe par 
arcs de 9’“. Si f est autonome, i(f) est nul. 
3. TH~OR~ME 1. [3] Si f E Y* et g E Y* sent iquiuafents, alors 
i(g) = i(f) + k(d)(l - r(f)) 
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ori d E 9* est le changement de variable pe’riodique d&i par 
d =gof-’ 
Bmonstration. (a) Soit C,D! = f,_f ;‘: Ed E; si x E E - (0) on a: 
j(f) = dA(x), xl, t E LO, PI 
ou le nombre e a et6 defini dans $2.4. 
Soit $, = g,+pg;‘: E+E; comme f et g sont equivalents, d = gof-’ est dans 9*, et 
done 
*, = g,+,g;’ = d,+,f,+,f;‘d;’ = d,q,d;’ 
d’ob: 
i(g) = e[&(x), xl = e[d,rp,d;‘(x), d,d;‘(x)l = k(d) + e[cpd;‘(x), d;‘(-r)l 
Soit CI = e[cp,d;‘(x), d;‘(x)] E Z. 
(b) Evaluation de CX: Soit E x S I’espace E x [0, p] oti E X [0] et E X [p] ont CtC 
identifies; soit V le champ de vecteur defini dans E x S de la maniere suivante: pour 
a = (x, t) f E X S, on appelle V(a) le vecteur d’origine a, d’extrtmite (cp,(x), t); ce 
vecteur est dans le plan E x {t} et s’annule si et settlement si x est point fixe de pPr, 
c’est-a-dire si x = 0; (Y est alors la variation angulaire de V(a) lorsque a parcourt dans 
E x S la courbe fermee (d;‘(x), t); nous noterons [d;‘(x), t], cette variation angulaire. 
Pour calculer a on peut deformer la courbe (d;‘(x), t) en une courbe homotope 
dans T = (E - (0)) x S; or le groupe r’(T) est engendre par les lacets (cl, c?) ou cl est 
le cercle meridien, cz un cercle parallele a {0} x S; dans cette base on a: 
(d;‘(x), t) = -k(d)c, + cz 
puisque I’enlacement de (d,(x), t) relativement a (0) x S est -k(d); on a done: 
a = [df(x), fIti = -k(d)[cllu + [cJu = -k(d)y(f) + i(f) 
Finalement 
j(g) = i(f) + k(d)[l - YWI. 
4. Remarque importante. I1 a et6 suppose explicitement ci-dessus que les systemes 
difftrentiels f en question sont tels que, quel que soit x E E, la trajectoire ft(x) est 
difinie pour tout t, et que la trajectoire periodique est unique; ces hypotheses sont 
tres restrictives, mais non indispensables; supposons en effet qu’il existe 9 C E, 
voisinage ouvert de 0, tel que 
l f et g sont des systemes differentiels ?I coefficients periodiques dtfinis sur 9, et 
dont les trajectoires f!(x), x E 8, sont definies sur t E [0,2p]. 
0 f,(O) = g,(O) = 0, et cette trajectoire est la seule trajectoire periodique (de f et de 
g) sur 8. 
0 les applications de Poincart f, et g,, definies sur 9, coincident; alors le 
changement de variable d = g 0 f-’ est defini sur 6; d, est I’identitt sur 8 et le nombre 
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k(d, x, y) est dtfini pour (x, y) E 9 x 19 et xf y; les indices de Poincart y(f) et y(g) 
sont dkfinis, avec y(f) = y(g), ainsi que les index de Seifert, et la relation 
i(g) = i(f) + k(d)(l - r(f)) 
est encore valable au voisinage de 0. 
3-L HOMOTOPIE DASVS Y* 
II a CtC montrC dans $3 que, 
des systkmes Cquivalents 5 f est 
autonome, cet ensemble d’index 
contient toujours 0. 
Ctant donnC f E Y*. l’ensemble des index de Seifert 
i(f) + [l - y(f)]Z. Or si f est equivalent 2 un systeme 
contient 0. Nous allons montrer ici que cet ensemble 
D$nition 8. On dit que f E Y* et g E Y* sont homotopes s’il existe un chemin 
continu dans Y* joignant f B g. 
Si f et g sont homotopes, i(f) = i(g); d’aprks la formule 93.1, deux systtmes 
diffkrentiels kquivalents ne sont en gCnCra1 pas homotopes, sauf peut-etre si y(f) = 
TH~OR~ME 2. Quel que soit f E Y*, il existe g E Y* tel que f et g soient homotopes, 
et tel que g soit t!quivalent ti un systeme autonome. 
Soit y = y(f) E Z, et soit f’ E Y* le systeme difftrentiel autonome dtfini en 
coordonnkes polaires par: 
dr 
dr- - - r cos( 1 - y>19 
de 
dt= 
sin( 1 - y)6. 
D’apr&[4], il existe un chemin continu, dans W ensemble des homkomorphismes du 
plan admettant un seul point fixe d’indice Cgal A y et muni de la topologie de la 
convergence compacte, joignant f, ii fpy; soit “h, A E [0, 11, ce chemin avec Oh = f, et 
‘h = f,‘. Soit *cp: E-+E l’homkomorphisme dkfini par 
*h = (^cp)(‘h), A E [O, II 
et soit “f I’isotopie dCfinie par: 
Comme: 
“f est dans Y* 
^fi = P”“‘CpKf,>, t E to, PI, A E [O, 11 
“f, = (“(~>cf,> = ‘h E 5Yv, A E [O, 11, 
comme: 
Ofi = (OV)(fi) = fi, t E [O, pl 
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le chemin “f, A E [O, 11, est issu de f; comme: 
‘fi = (‘PVh) = fr’ 
le chemin “f aboutit en ‘f = g, qui a meme application de Poincare que f’. 
COROLLAIRE I. Etant donnP f E .Y*, il existe k E Z tel que 
i(f) = k[l -y(f)]. 
En effet, si g E Y* est homotope 8 f et equivalent a f’, on a: 
Y(f) = y(g) = Y(f ‘1 
i(f) = i(g) = k(d)(l - r(f)) 
ob k(d) est la caracteristique de torsion de d E 62%” qui transforme g en f’. 
COROLLAIRE 2. Si f E 9’” et f’E Y* sont tels que 
Y(f) = Y(f’) 
i(f) = itf’) 
alors f et f’ sont homotopes. 
En effet, si y(f) = y(f’) f 1, I’egalite i(f) = i(f’) entraine que les changements de 
variable periodiques d et d’ qui transforment g et g’ en f’ ont la mdme caracteristique 
de torsion 
k(d) = k(d’) 
D’apres la proposition 1, g et g’ sont homotopes, de meme que f et f’. Si y(f) = 1, 
alors, si k est la caracteristique de torsion de d qui transforme g en f’, f est homotope 
a g = d-’ 0 f’, oh d’ a et6 defini en 2.4; or g = dek 0 f’ est lineaire, car pour y = 1, f’ est 
lineaire; d’apres [5], g est homotope a f’; il s’en suit que si y(f) = y(f’) = 1, f et f’ sont 
homotopes puisque homotopes a f’. 
Remarque. Si le systeme differentiel n’est pas dtfini dans tout I’espace E X R, ou si 
la solution periodique isolee n’est pas unique, les resultats ci-dessus sont encore 
valables, localement; a chaque solution periodique isolee d’un systeme difftrentiel a 
coefficients periodiques f E Y, on peut done associer les trois nombres y, i, k, lies par 
la relation 
i=k(l-y). 
$5. TORSION AU VOISINAGE D'UNESOLUTION PERIODIQUE ISOLEE 
1. Systkme difTCrentie1 Clkmentaire 
(a) DQinition 9. On appelle systkme diffbrentiel Plementaire f”.’ E Y*, Ie systeme 
differentiel defini par 
fk.7 = dkOf’, 
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Nous allons mettre~ en evidence ici certaines proprietes gtometriques attachtes 8 
l’ensemble des solutions de f”.’ issues d’un point x voisin (et ici le voisinage est E en 
entier) de la solution periodique f:‘(O), et montrer que ces proprietes sont g&r&ales et 
se retrouvent pour tout f E Y*. 
(b) L’indicatrice de Seifert c(k, y, ,Y) associee a fk.r au point X# 0 est une courbe 
fermee, homotope 5 un point dans E - (0); cette propriete est vraie quel que soit 
fEY*: 
LEMME 1. Bunt donnk f E sP*, I’indicatrice c(f, x) associee ci f au point xf 0 est 
homotope ci un point duns E -{O). 
En effet, la courbe 
c,(f, x) = (fi-.\ of;‘(x)lt E [O, PII, A E [O, PI, 
est fermee pour tout A, ne passe par 0 pour aucune valeur de A, coincide avec c(f, A) 
pour A = p, et se reduit au point A si A = 0. 
(c) Le nombre de rotations de c(k, y, x) autour de A est, d’apres le theortme 1, et 
par definition de I’index de Seifert de f”.‘, Cgal B k(1 - y). Cette propriete est done 
vraie, quel que soit fe Y* et homotope a f’.y. 
(d) L’indicatrice c(k, y, ,Y) est toute entiere dans E - (0, ,y}; un calcul Clementaire 
(puisque les trajectoire de fk,Y son1 connues) montre que cette courbe est en outre 
homotope dans E - (0, x} ii un cercle centrt en x, de rayon arbitrairement petit: cette 
propriett topologique est done tgalement vraie pour tout f E Y* homotope a f” et 
done une disposition comme celle de la Fig. 1 est impossible pour c(f, x), si f est 
homotope a fk.Y. 
(e) Chaque arc de trajectoie fi of,‘(x), t E [to, to+ p], est issu, quel que soit f E Y*, 
de A pour t = to, et admet pour extremite (t = to+ p), un point de I’indicatrice de 
Seifert associte a f en A, et aucun de ces arcs de trajectoire ne passe par 0. Si k = 0, 
f”’ est autonome, et les trajectoires issues de x = (1,0) sont porttes par la droite 
passant par 0 et ,Y; si kf 0, comme f:’ = d,” ofiy, et comme d: est une rotation, les 
trajectoires issues de x = (1,O) tournent, en un sens precise plus loin, k fois autour de 
l’origine avant de se fixer sur I’indicatrice; cette propriete geometrique, que nous 
definissons avec precision, reste vraie si f est homotope a f”.‘. 
2. Lassos 




I(A) f I(O), A E ?,? . c I 
FIG. 1 
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Le point x = I(0) = 1(l) est I’origine du lasso, le chemin: 
1: 0,; -E-(0} 
[ I 
est sa lani2re, le lacet 
1: ;,; +E-{0,x} c I 
est la boucle du lasso. 
(b) DQinition 11. Un lasso est dit &!mentaire si sa boucle est homotope dans E - {0} 
a un point, et homotope dans E - (0, ,y} B un cercle centre en ,J,J origine du lasso, de 
rayon arbitrairement petit, parcouru i(l) fois, oh i(f) E Z est appele index du lasso, et 
est le nombre de rotations de la boucle relativement a x. 
On appelle 9% I’ensemble des lassos Clementaires; on munit .Ya de la topologie de 
la convergence uniforme, ce qui permet de definir dans 9% la notion d’homotopie. 
(c) Nous faisons ci-dessous, une etude des composantes connexes de Za: 
(i) tout lasso 1 E 2% est homotope dans 3% a un lasso d’origine x = (1,O); les 
lassos consideres ci-dessous seront done tous d’origine x = (I, 0). 
(ii) la boucle de 1 E _Yu est homotope dans E - {0,x} au cercle /? centre en ,Y. de 
rayon l/2, parcouru i fois, ou i est le nombre de rotations de la boucle autour de ,y; 
soit h, cette homotopie oh: 
est telle que ho = 1. On pourra supposer sans restriction que h,(1/3) = 7, oh 17 est le 
point de /3 de coordonnees (l/2,0). 
(d) LEMME 2. Supposons i non nul; soient h, et h; deux homotopies de la boucle de 
1 sur p; le facet a’, compose’ du chemin h,(1/3)(A E [O, 11) et du chemin h;_,(1/3) 
(A E [0, 11) est alors homotope ti un point dans E - (0, ,Y}. 
De’monstrution. Soit T’ le tore S’ x S’ et H: T’+ E - (0, x} une application con- 
tinue telle que H(0 x S’) soit, dans E- (0, x}, un lacet homotope a p’. L’application H 
induit I’homomorphisme de groupe: 
H*: T,( T’) = Z’- TI(E - IO, x}) = CL 
Or r,(T’) etant le groupe abelien Z’, admet comme image dans T,(E - {0,x}) = G?, 
groupe libre a deux generateurs, un sous-groupe abelien de Gz, dont nous appelrons g 
un generateur. Soit (a, b) le couple de lacets engendrant x,(T’), a’ et 6’ leur image par 
H*; soit (a, /?) le couple, engendrant G?, de cercles du plan cent& respectivement en 
0 et x et de rayon l/2; si b est alors le cercle 0 x S’, d’apres I’hypothese faite sur H on 
a: 
b’ = pi. 
Or il existe m et n dans Z tels que 
af= gm 
6’ = g”. 
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Comme i est non nul, 1’Cgalitt 
entraine ntkessairement que g et g” = a’ sont des puissances de p. II s’en suit que a’ 
est un lacet n’enla$ant pas I’origine 0 du plan E’. Soit alors I E _Ya, tel que l’index i 
soit non nul. Le lasso I’ dont la lanikre est le chemin constitut? de la Ian&e du lasso I 
prolongke par le chemin h,(1/3), A E [0, 11, et dont la bouche est le lacet p’. est 
homotope 5 1 dans Ya. 
(e) Dtffifinition 12. Si i(l) f 0, le nombre ~(1) E Z, nombre de rotation autour 




D’aprks le lemme 2 ci-dessus, la torsion ~(1) est indkpendante du choix de 
I’homotopie h,,. 
Etant don& I E P’a, si i(l) est non nul, la donnCe suppltmentaire de ~(1) E P 
caractkrise le type d’homotopie du lasso. Au contraire, deux lassos Clkmentaires, tels 
que 
i(l) = i(l’) = 0 
sont homotopes dans Za, puisque la boucle est alors homotope $ un point dans 
E - {0, x}; par convention nous dirons alors que ~(1) = 0. 
Les composantes connexes de 2’a sont done caractCrisCes par un couple (i(l), 
T(I)) E Z X Z, avec la convention que si i(l) = 0, alors ~(1) = 0. 
*(f) Exemples de lassos Cltmentaires (Fig. 2). 
3. Lasso attach6 i un systkme diffkrentiel 
(a) Soit f E Y*; on note Icf, to, ,Y) le lasso tlementaire issu de X# 0, dont la Ian&e 
est l’arc de trajectoire f, o&‘(x), t E [to, to+ p], et dont la boucle est I’indicatrice 
c(f, x) paramktree par to E [0, p]. 
(b) Les lassos I(_f, to, x) et I(f, t,, x) sont homotopes dans Ta; appelons /cf. ,Y) le 
lasso Icf, 0, ,Y). 
(c) Les lassos fcf, ,Y) et r(f, xl), oh x et xl sont dans E - {0}, sont homotopes dans 
L?a ; nous appellerons r(f) le lasso f(f, x) oti x = (1,O). 
(d) L’application ainsi dtfinie: 
1: Y*-+Lfa 
est continue; si done f et f' sont homotopes dans Y *, 1cf) et I(f’) sont homotopes dans 
_Ya, et 




,=r=, ,=I r=O 
FIG. 2. 
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(e) D$nition 13. On appelle torsion 7(f) de f E Y*, le nombre 
T(f) = dl(ff)l E .z 
Si r(f) = 1, alors r(f) = 0; par contre, si y # 1, on a r(f) = k, oh k E z est tei que f est 
homotope 5 fk.Y. On en deduit le. 
(f) TH~OR~ME 3. Quel que soit f E Y*, les nombres y(f), i(f) et r(f) sent tels que: 
(3 i(f) = ~cf>[l - r(f)l. 
Un lasso associe a un systeme differentiel f E 9’* a done des caracteristiques 
geometriques i et 7 trbs prtcises; on voit en particulier que la disposition de la Fig. 
2(c) est impossible pour un tel lasso, alors que celle de la Fig. 2(b) ne peut etre 
obtenue que si y(f) = 0. 
(g) Proprie’te’ de T(f). L’entier r(f) est, comme y(f) et i(f), constant dans toute 
composante connexe de Y*. 
86. QUELQUES CONSEQUESCES 
1. Torsion d’un systitme autonome 
Si le systeme f E Y* est autonome, necessairement i(f) = 0 et done T(f) = 0: 
PROPOSITION 2. La torsion d’un systtme autonome f E Y* est n&e. 
Soit d E 9* un changement de variable periodique essentiel, c’est-a-dire tel que 
k(d) f 0; d’apres le theoreme 1 le systeme differentiel g = d 0 f est alors, si y(j) f 1, tel 
que i(g) # 0 et le systeme differentiel g est non autonome. 
COROLLAIRE 3. Un changement de variable pe’riodique essentiel, transforme un 
systt?me diffbrentiel autonome f E Y’ dont l’indice de Poincare’ y est diffe’rent de 1, en 
un systtme diffirentiel non autonome. 
Au contraire, il est bien connu que si y(f) = 1, le systeme differentiel g peut &tre 
autonome; ainsi si f est defini par: 
a#0 
et si d = d’, c’est a dire si on fait le changement de variable periodique essentiel 
cos kt -sin kt 
Y= sin kt cos kt > 
x, k# 0, 
le nouveau systeme difftrentiel g est defini par 
et est done encore un systeme autonome. 
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2. Bifurcations 
Soit “f E Y une famille continue de systemes differentiels parametree par /i E I, 
intervalle ouvert de R. Supposons que *q(t) soit solution periodique isolie de *f, issue 
de *X E E au temps t = 0. La famille de solutions periodiques ^cp(t), A E I. est dite 
continue si *x(A E I) est un chemin continu dans E. 
Dkfinition 14. On dit que la famille continue de solutions periodiques *q(t) de *f, 
A E I, est suns bifurcation, s’il existe 8 > 0 tel que, quel que soit h E I, *x soit le seul 
point fixe de “f, a I’interieur du disque centre en *x, de rayon 6. 
Les points fixes ‘x de *f, sont alors appeles points fixes ordinaires; les points fixes 
non ordinaires sont dits points de bifurcation de “f. 
A la solution periodique isolee *q(t) de *f, A E I, associons le changement de 
variable 
y = x - “q(t). 
Le systeme differentiel *f E 9’ est transform6 en le systeme *g E 9, admettant la 
solution periodique isolee y = 0. 
D’apres le $5, on peut associer a cette solution constante le couple d’entiers (*y. 
“T), oti ‘y est I’indice de Poincare de la solution nulle de *g, et “7 sa torsion. 
PROPOSITION 3. Si la famille de solutions phiodiques “p(t) de ^f E Y (A E I) est 
sans bifurcation, alors le couple (Ay, ‘T) est indipendant de /\ E I. En effet la solution 
nulle de *g, A E I, est sans bifurcations, et la demonstration rtsulte alors de 95.3.d. 
3. Le theoreme de Seifert [6] 
Dkfinition 15. On dit que le systeme differentiel f E Y est borne’, s’il existe E > 0 
tel que: 
diam f,(x) < E, x E E. 
raO.pl 
Le theoreme de Seifert s’enonce alors: Si f E 9’ n’admet aucune solution 
ph-iodique et est borne’, alors i(f) = 0. 
Nous pouvons generaliser ce resultat et Cnoncer le 
TH~OR~ME 4. Si f E Y est borne’, et admet au plus une solution ph-iodique (sup- 
posPe constante), son index i(j) est nul. 
En effet, soit: 
A(X) = Cf~fl,‘(x). toE [O, PI. t E [to, to+ PII 
et soit a(x) la mesure de I’angle de demi-droite sous lequel on voit A(X) C E de 0; si 
alors f est bornee, a(x) tend vers 0 si x tend vers I’infini; distinguons deux cas: 
(a) Si f E Y* et si i(f) est non nul, alors d’apres le theoreme 3, I est non nui, de 
meme que r(l(f)); il s’en suit que a(x) = 2~, quel que soit x E E - {0}, et done f est 
non bornee. 
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(b) Si f E Y’, ensemble de f E 9’ admettant z&o solutions plriodiques, on peut 
compactifier E 5 I’aide du point B I’infini a, et f dkfinit alors un systkme diffkrentiel B 
coefficients pkriodiques, de classe Co, sur la sphere S’, admettant R comme trajectoire 
ptriodique unique (et constante) dont I’indice de Poincark y est Cgal 2 2 carac- 
tkristique d’Euler-PoincarC de S’. Soit U c S’ un voisinage de Q, et g la restriction de 
f 9 u. 
Si i(f) # 0, alors i(g) f 0, et done r(g) # 0. 11 s’en suit que si x est voisin de a, 
a(x) = 257, et le systkme f est non born& 
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